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Nierzadko zdarza sie, ze rozwiazanie elementarnie brzmiacego zadania, wymaga
niestandardowych pomystéw. Niektore z tych pomystéw odzwierciedlaja
wlasnosci pewnych abstrakcyjnych obiektéw wystepujacych w réznych dziatach
matematyki wyzszej. Przedstawimy tutaj kilka takich zadan i pokazemy jak
mozna je do$é¢ prosto rozwiazaé, gdy umiejetnie wykorzysta sie pewne wtasnosci
grup i algebr grupowych.

Kilkanascie lat temu w konkursie zadaniowym "Kwanta’ pojawilo sie nastepujace
zadanie:

1. Na okregu wypisano 101 liczb naturalnych, ktorych suma jest réwna 300.
Wykazaé, ze suma pewnej ilosci kolejnych z tych liczb wynosi 200.

Mozna je tatwo rozwiazaé, gdy si¢ wie, ze:

2. Suma pewnej ilosci kolejnych liczb wsrdd dowolnie zadanych liczb catkowitych
ai,...,a, dzieli sie przez n.

Istotnie, ponumerujmy kolejno liczby na okregu, zgodnie z ruchem wskazowek
zegara, zaczynajac od ktorejkolwiek z nich. Korzystajac z 2 stwierdzamy, zZe
suma pewnej ilosci kolejnych, sposérod liczb aq, ..., a190 dzieli sie przez 100.
Suma ta nie moze byé rowna 0, bo sumujemy liczby naturalne, ani 300, bo a191
nie jest jej sktadnikiem. Zatem jest ona réwna 100 lub 200. Jesli jest rowna 200,
to wlasnie ona realizuje teze. Jesli jest réwna 100, to suma pozostalych liczb,
ktore sa kolejne dzigki temu, ze mamy do czynienia z liczbami wypisanymi na
okregu, jest rowna 200 i teraz ona realizuje teze.

Aby rozwiazaé¢ zadanie 2, oznaczmy przez ri, ..., 7, reszty z dzielenia przez n
kolejnych liczb aq, ..., a,. Reszty te sa elementami zbioru Z,, = {0,1,...,n — 1},
ktory wraz z dziataniem

a ® b = reszta z dzielenia a + b przez n

tworzy grupe. Temu zadaniu mozna teraz nadaé¢ nastepujaca postac:
2’. Udowodnié, ze dla pewnych i,j 0<i<j<n), rig1 @riqa®---®r; =0.

Jest to szczegdlny przypadek znacznie ogblniejszej obserwacji dotyczacej
dowolnej grupy skonczone;j.

3. Jesli g1,. .., gn nalezg do n-elementowej grupy G, to dla pewnych i, j,
0<i<j<n, mamygit1-Git2- ... gj =€

Dla dowodu zauwazmy, ze elementy

ho=e,hi=¢g1,ha=9g1-92,-.-,hn=¢1 g2+ ... gn naleza do grupy G.
Poniewaz G ma n elementow, a ciag przed chwilg utworzony ma n + 1 wyrazow,
wiec na podstawie Szufladkowej Zasady Dirichleta, dla pewnych 4, j
(0<i<j<n), jest hy=hj ="h; git1-git2 ... g;. Skracajac obie strony tej
réwnosci przez h;, otrzymujemy, ze g;y1 - giy2 ... gj = e.

Nastepne zadanie, ktoére chcielibysmy rozwazy¢, jest w sformutowaniu dosé
podobne do zadania drugiego.

4. Sposréd dowolnych 2n — 1 liczb catkowitych mozna wybraé n liczb, ktorych
suma jest podzielna przez n.

Nie zadamy tu, by wybrane liczby byty kolejnymi. Chcemy natomiast, aby byto
ich dokladnie n. Okazuje sie, ze wykazanie, ze jest to mozliwe jest znacznie
trudniejsze niz rozwiazanie zadania 2.
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Dla ustalenia uwagi mozna przyjac¢, ze K
jest ciatem liczb wymiernych lub cialem
Zyp reszt modulo p, ktérego elementami sg
liczby 0,1,...,p — 1 z operacjami
dodawania i mnozenia zdefiniowanymi
réwno$ciami:

a @ b = reszta z dzielenia a + b przez p,

a ® b = reszta z dzielenia a - b przez p.

Przy skroconej notacji (1), rownosé (2)

ma postaé Y agg = >. fBg9, i zachodzi
geG g€eG

wtedy i tylko wtedy, gdy ay = (4 dla

wszystkich g € G.

Najpierw zredukujemy zadanie do przypadku, gdy n jest liczba pierwsza. W tym
celu wystarczy wykazaé, ze jesli k,l > 1 oraz sposrdéd dowolnych 2k — 1 liczb
catkowitych mozna wybraé k liczb, ktorych suma jest podzielna przez k, a takze
spo$réd dowolnych 2] — 1 liczb calkowitych mozna wybraé [ liczb, ktérych suma
jest podzielna przez [, to sposréd dowolnych 2kl — 1 liczb catkowitych

ai,as,- -+ , 0 mozna wybraé¢ kl liczb, ktéorych suma jest podzielna przez kl.
Poniewaz 2kl — 1 > 2k — 1, wiec sposrod naszych 2kl — 1 liczb mozemy wybraé k,
ktorych suma sy jest podzielna przez k. Z pozostatych liczb znowu mozemy
wybraé k, ktérych suma s, jest podzielna przez k. Postepowanie to
kontynuujemy do momentu, gdy zostanie mniej niz 2k — 1 liczb. Zauwazmy, ze
poniewaz 2kl — 1 = k(2] — 1) + k — 1, operacje te mozemy powtorzy¢ 20 — 1 razy
uzyskujac sumy 1, So, -+ , S9;—1 podzielne przez k. Sposrdd tych liczb mozemy
wybra¢ [, ktérych suma jest podzielna przez [. Jasne jest, ze ta suma jest
podzielna przez kl i ze jest suma kl liczb wybranych sposrod liczb aq, a9, - - - , ag;.

Rozwiazanie zadania 4 sprowadza si¢ wigc do wykazania, ze:

4’. Jesli p jest liczbg pierwszq, to sposrdd 2p — 1 liczb catkowitych mozna wybraé
p liczb, ktorych suma jest podzielna przez p.

W dowodzie tego faktu wykorzystamy pojecie algebry grupowe;j.

Zacznijmy od ogolnej definicji. Niech G bedzie dowolng grupa skoriczong

z dziataniem o zapisie multiplikatywnym, majaca dokladnie n elementow, zas K
dowolnym ciatem. Przez K[G] oznaczymy zbior wszystkich formalnych wyrazen
postaci

(1) > agg.

e

gdzie ay € K i g € G. Mozna przyjaé, ze elementy zbioru K[G] sa wektorami o n

wspolrzednych numerowanych elementami grupy G. Zamiast ) agg piszemy
g€eG
tez a1g1 + aage + - -+ + angn, gdzie ay,...,a, € K oraz {¢1,...,9n} = G.

Przyjmujemy przy tym, ze

(2) ai1gr + @zg2 + -+ angn = G191 + B2g92 + - + Bugn

wtedy i tylko wtedy, gdy a; = f;, dla wszystkich i = 1,...,n). Przy zapisie

poszczegblnych elementéow w K[G] pomijamy na ogol cztony ze wspotezynnikami

zero (gdy wszystkie wspolezynniki sa rowne zero, to piszemy zamiast Y 0Og, lub
geG

0g1 + - - - + 0gn, po prostu 0). W naturalny sposéb wprowadzamy réwniez inne

uproszczenia notacji. I tak, zamiast 1g piszemy g, zamiast (—«)g piszemy —ag,

a element neutralny e grupy G oznaczamy symbolem 1 (tak jak element

z ciala K) i bedziemy go na ogot opuszczali przy zapisie elementow K[G], tzn.

zamiast « - 1 bedziemy pisali a.

W zbiorze K[G] wprowadzamy dzialania dodawania i mnozenia przez skalary
(czyli elementy ciata), tak jak czyni sie to z wektorami:
dodawanie:

(@191 + -+ angn) + (Brg1 + -+ + Bngn) = (a1 + B1)g1 + - + (an + Bn)gn;

mnozenie przez skalary:

a-(Big1+ -+ Bugn) = (af1)g1 + - - + (afn) gn-

Wprowadzamy jeszcze jedng operacje, ktora jednak wygodniej zapisaé
w skrotowej postaci. Jest to operacja mnozenia:

(; agg) : (; ﬂgg) = %%3@

gdzie v, = > agbh.
gh=x

Jak zatem wida¢, najbardziej skomplikowane jest mnozenie. Ono takze
w decydujacym stopniu wplywa na wewnetrzna strukture algebry K[G], dlatego
przyjrzyjmy sie mu jeszcze przez chwile. Mnozac element ayg1 + - - - + @, gn przez
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8191 + - -+ + Bngn, postepujemy dokladnie tak samo, jak przy mnozeniu wyrazen
algebraicznych, czyli wszystkie sktadniki «;g; pierwszej sumy mnozymy po kolei
przez wszystkie skladniki §;g; drugiej, wedle wzoru

o;igi - Big; = (i 3;)(9i9;)-
Nastepnie sumujemy otrzymane wyniki i redukujemy wyrazy podobne.

Dziatania okreslone w K[G] maja prawie wszystkie wlasnosci podstawowych
dzialani na liczbach i na wektorach. Jedynie czego nie mozna oczekiwaé, to
istnienie odwrotnosci dla dowolnego elementu réznego od zera i przemiennosci
mnozenia, jesli G nie jest grupa przemienng.

W przypadku pewnych grup o mato skomplikowanej strukturze, ich algebry
grupowe mozna opisa¢ w nieco inny, moze bardziej elementarny, sposob.

Niech G bedzie cykliczna grupa rzedu n, tzn. G = {x,22,... 2" 1 2" = 1}.
Elementy grupy G mozemy traktowaé jak jednomiany zmiennej x, ktore
mnozymy wedle powszechnie znanych regut, ale dodatkowo upraszczamy zapis
wynikajacy z faktu, iz 2™ = 1. I tak na przyklad, 22 - 2"~ ! = 2"t = 2" . o = .
Elementy algebry K[G] mozemy wiec traktowac jak wielomiany zmiennej z,
ktorych stopien nie przekracza n — 1:

ap+ a1+ 4 oz

Mnozenie elementow tej algebry wykonujemy doktadnie tak, jak mnozenie
wielomiandéw, pamietajac przy tym, ze ™ = 1. Mamy zatem:
(o +az+ -+ an 12" (Bo+fix+--+ Bp12" ) =
= apfo + iz + -+ afp—2x" 2 + agfr_12" "+
+ o1 for + a1z + - 4 a1 B2 + o1 B+
+ a2 foa? + a2 1@ + -+ + a2 fp_z + A2 fBp_17+
+an-1002" 1B+ A1 Bn—22™ T3 4 a1 B2 =
= (apfo + 1 fBp-1+ -+ an_2f2 + an_101)+
+ (B +1fo+ -+ an_2f3 + ap_102)x+
+ (B + 1B+ 4+ an_2Bs + an_103)z*+

+(Bn—1+ a1Bn—2+ -+ an_2f1 + an_100)z" L.

Nietrudno sprawdzié, ze tak okreslone mnozenie mozna zdefiniowaé¢ analogicznie,
jak mnozenie modulo n. Otdz, elementy omawianej algebry K[G] mozna
traktowaé jak reszty z dzielenia wielomian6éw zmiennej x o wspotczynnikach z K
przez wielomian ™ — 1. Jesli teraz mamy dwa dowolne elementy (reszty), to ich
iloczyn w K[G] jest po prostu reszta z dzielenia przez ™ — 1 zwyklego iloczynu
tych elementéw, traktowanych jak wielomiany.

Niech teraz G bedzie iloczynem kartezjariskim dwoch kopii grupy cyklicznej

{1,9,9% ...,9°7 1} rzedu p. Mozna ja interpretowaé jako zbiér wszystkich

jednomianéw zmiennych x,y postaci zFy!, gdzie 1 < k,1 < p — 1, ktorych

mnozenie wykonujemy tak, jak zwykle mnozenie jednomianéw przemiennych

zmiennych x i y, pamietajac przy tym, ze P = y” = 1. Niech ponadto K = 7Z,.

W algebrze K[G] rozwazmy zbior w(G) ={ > a4(9 —1) | ay € K}. Zauwazmy,

geqG
ze jesli g = zFyt, to
g—l=abyl —1=0@" -1yl +y' —1=

=(@=D+et+a+ -+ )y + (=D +y+y*+- ¢ =
=(xz—-1Da+(y—1)

dla odpowiednich a,b € K[G]. Wynika stad, ze jesli a1, ...,a, € w(G), to

aj - ...-ay jest sumg elementow postaci (z — 1)™(y — 1)"¢, gdzie m, r sa liczbami

calkowitymi nieujemnymi takimi, ze m +r = n oraz ¢ € K[G|. Zauwazmy takze,

ze (x —1)P =2aP — 1P =0 = (y — 1)P, a zatem jesli m > p, to

(x—1)"=(y—1)™ =0. Jesli teraz a1, ..., a2p—1 € w(G), to

(3) a1~a2-...-a2p_1:0.
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Rzeczywiscie, po uwzglednieniu postaci czynnikoéw i ich wymnozeniu, iloczyn po
lewej stronie tej rownosci stanie sie suma elementéw postaci (z — 1)™(y — 1)"¢,
gdzie m 4+ r = 2p — 1. Zatem kazdy sktadnik tej sumy jest rowny zero.

Wyposazeni w te wiedze mozemy juz nietrudno wykazaé¢ 4’ (chociaz w pewnym
sensie wlasnie teraz pojawia sie najistotniejszy pomyst). Zalozmy wiec, ze
n1,N2, - ,Nop—1 5§ danymi liczbami catkowitymi. Mozemy je oczywiscie
zastapi¢ przez ich reszty modulo p i w efekcie zatozy¢, ze sa to liczby nieujemne
nie wieksze od p — 1. Niech, jak wyzej, G bedzie grupa, ktora jest iloczynem
kartezjariskim dwoch kopii grupy cyklicznej {1,g,...,9° "} rzedu p, K = Z,
iniech g1 = a™y™ Tl go = gm2yn2 Tl gy, 1 = a1yt Qczywiscie
g1 — l,gg 17 oty 92p—1 — 1le W(G) Zatem (91 - 1)(g2 - 1) e (g2p—1 — 1) =0.
Po rozwinieciu lewej strony tej rownosci otrzymamy wyrazenie, ktére jest sumag
—1 oraz wyrazen £g;, Gi, - - - i, , gdzie k < 2p — 1. Oczywiscie —1 musi sie
zredukowaé¢ z pewnym takim wyrazeniem. Wynika stad, ze dla pewnego k oraz
11,92, -+, takich, ze 1 < k, 71,42, -+ ,1x < 2p — 1, mamy ¢;, 5, -~ gi, = 1. To
za$ oznacza, ze x"in Tt AN g i tetng R — W efekeie
gintniat i, — 1 oraz y* = 1. Z tych réwnosci wynika, ze k oraz

ni, + N4, + -+ n;, sa podzielne przez p. Poniewaz jednak 1 < k < 2p — 1, wigc
k = p. Zatem suma p sposrod liczb nq,no, - -+ ,nop_1 jest podzielna przez p

i zadanie jest rozwiazane.

Zajmiemy sie teraz innym zadaniem z elementarnej teorii liczb. Przy odrobinie
ciekawosci mozna opisang w nim wlasnosé odkryé bawiac sie potegami elementu
1 — z nalezacego do rozpatrywanej wyzej algebry grupowej grupy rzedu p nad
cialem 7Z,. Zalézmy najpierw, ze p = 2. Jak wiemy, w tej algebrze
(1—2)2=1-2x+2%=2-2x =0, a wiec dla dowolnej liczby naturalnej n > p
takze mamy rownosé (1 — x)™ = 0. Z rozwiniecia lewej strony tego wyrazenia
oraz réwnosci 2 = 1 otrzymujemy

n
_ k(n\ k _ n n
= Z(_l) ()" = Z (%) — Z (2k+1)x
k=0 0<2k<n 1<2k+1<n
Zatem obie liczby > (272) i > (2k11) sg podzielne przez 2, poniewaz
0<2k<n 1<2k+1<n
traktowane, jako elementy ciala Z, sa rowne 0. Rozwazmy jeszcze jeden
szczegblny przypadek p = 3. Tu analogicznie, dla n > 3 zachodzi réwnosé
(1 —2)™ =0, a po rozwinieciu lewej strony i uwzglednieniu réwnosci 2® = 1,
dostajemy

s

|
H
~—
>
A

k+1 k 2
> (=DkF (3k7f&-1)x+ > (=1) (3k7:-2)x ‘
0<3k<n 1<3k+1<n 1<3k+2<n

Analogicznie, jak poprzednio otrzymujemy zatem, ze kazda z liczb
k k k
Z (*1) (33«)’ Z (*1) (3121-1)7 Z (*1) (3121-2)
0<3k<n 1<3k+1<n 1<3k+2<n

dzieli sie przez 3. Na bazie tych szczegolnych przypadkow sformutujmy zadanie
ogolne, ktorego rozwigzanie pozostawiamy Czytelnikowi.

5. Niech p bedzie dowolng liczbg pierwszag, p > 2, 1 m liczbg catkowitq
z przedziatu (0;p — 1). Wéwczas dla dowolnej liczby naturalnej n > p, liczba

k
Z (71) (pkr-il-m)
1<pk+m<n
dzieli sie przez p.

Na zakoriczenie zaproponujemy do rozwigzania w liczbach catkowitych
nastepujacy ukltad réwnan.

a® + 2bc = pa
(4) b2 + 2ac = pc
¢ + 2ab = pb
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Jego rozwiazanie metodami tradycyjnymi nie jest moze szczeg6lnie trudne, ale za
to jest dos¢ zmudne. Tymczasem okazuje sie, ze wykorzystanie algebr grupowych
i ich klasycznych wlasnosci daje odpowiedz natychmiast. Niech G = {1, g, g%}
bedzie grupa cykliczna rzedu 3 oraz Q[G] algebra grupowa tej grupy nad ciatem
Q liczb wymiernych. W algebrze tej rozwazmy podzbior

Z|G] = {a + bg + cg?| a,b,c € Z}, gdzie Z oznacza zbior liczb calkowitych.
Zauwazmy, ze rozwigzanie uktadu (4) jest rownowazne z wyznaczeniem
wszystkich elementéw & = a + bg + cg? € Z[G], ktore dla ustalonej liczby p
spelniaja réwnanie

() £ = pt.

Podstawienie ¢ = a + bg + cg? prowadzi wlasnie do uktadu (4). Dzielac
réwnanie (5) obustronnie przez p? otrzymujemy réwnanie w algebrze Q[G]

(6) =,
gdzie n = %. Ze znanych od ponad 100 lat strukturalnych wtasnosci algebr

grupowych wiadomo, ze w naszej sytuacji, ostatnie z réwnan ma cztery
Itg+g® 1 _ ltgte® _ 2-g-g°
3 3~ 7 3

rozwigzania: 0, 1, . To oznacza, ze p = 3

i uktad (4) ma cztery rozwiazania:

a=b=c=0
2)a=3,b=0,¢c=0
a=b=c=1

DHa=2 b=c=—-1

Wzorujac sie na powyzszym przykladzie mozna utozyé cata serie uktadow
rownan nieliniowych, nietatwych do rozwigzania metodami elementarnymi.

Owe strukturalne wtasnosci algebr grupowych, na ktére powotalismy sie przy
rozwiazaniu ukladu (4) znane sa dla znacznie ogdlniejszego przypadku grup, niz
tylko grupy cykliczne. Na poczatku dwudziestego wieku opisano rozwigzania
rownan postaci (6) rowniez w przypadku grup nieabelowych tzn. takich,

w ktorych dziatanie nie jest przemienne. Od takich rozwazan zaczatl si¢ m.in.
jeden z bardzo waznych i obszernych dzialow wspodlczesnej algebry — teoria
reprezentacji grup skonczonych. O niej i zagadnieniach pokrewnych opowiemy
przy innej okazji.

32



